
近年入学选拔数学考试思路提示与参考答案

钱院学辅·钱学组

写在前面

各位学弟学妹：

大家好！首先祝贺大家成为交大大家庭的一员！

我们是钱学组，全称钱班学习分享小组，下属于钱院学辅，是 2020 级钱学

森班内部通过举办课程辅导讲座、整理学习资料促进全体同学学业共同进步的学

习性小组。

为方便各位学弟学妹，特别是有参加选拔考试以进入各试验班需求的同学备

考，钱学组的学长学姐们整理了 16、17、19、20 年四年入学选拔数学试题的参

考答案与思路提示，填补了部分年份无答案的空缺，供各位同学复习时使用。

各位可以转发、转载本资料，转发、转载时请注明资料来源为“钱院学辅·钱

学组”。请各位同学不要随意更改、复制本文件的内容与文件名，尊重作者们的

辛勤付出。

由于整编时间仓促，答案中很可能存在一些问题与错误，欢迎各位批评指正！

祝选拔考试顺利、开学愉快！

钱学组

2021 年 8 月 6 日
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2020 年数学试题思路提示与参考答案

智电钱 001 徐高翔

智能钱 001 胡书瑞

一、填空题（本大题共 18 小题，每小题 4分，共 72 分）

1.函数





为无理数

为有理数

x
x

xf
,0
,1

)( 的基本特性有 （具体见下） .

答案：
正周期任意有理数、没有最小是周期函数且周期可为

可导、、处处无极限、处处不、偶函数、处处不连续、值域为定义域为 }1,0{R

2.设 )(nf 是正整数 n的各个数字之和，则使 22)( nf 成立的最小的 n是 499 .

解析：

。最小，最高位应为最小为三位数，为使 nnnf  ,18)(

3.若正数 yx, 满足 52  yx ，则 yxxyxyxf 22),( 2  的最大值是 4
49

.

解析：

1032102525 222  xxxxxxfxy 代入，得将

4.设n为正整数，若整数 yx, 满足 nyx  ，则整点 ),( yx 的个数为 122 2  nn .

解析：

待定系数法求出。代入二次函数解析式用

域，找到整点个数。利用线性规划画出可行 ,13)2(,5)1(,1)0(  fff

5.设 ),708882020 012
2

3
3 Naaaaaa ii  （ ，则 2a 7 .

解析：

773831
44318252

4425282020

2

1

0






a
a
a





6.若函数 f 对任意的实数 x都有 3)1(2)(  xfxxf ，则 )2(f
2
1

 .

解析：

3)2(2)1(
3)1(2)2(2



ff
ff
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7.已知复数 z的模为1，则 12  zz 的最大值为 5 .

解析：

5||0

45)2()1(||

)2()1(1
1,

max

22222

222

22









za

abababaz

ibababazz
babiaz

时，当

则设

8.已知 ba, 都是正数，且 2,2  ba ，则 ba 22  为非负数的概率是
3
1

.

解析：
3
1

4
3
4

4,
3
4

2
2

0

2

 ，概率为正方形面积为daa

9.平面直角坐标系中，由射线 )0(2  xxy 和射线 )0(3  xxy 所构成的角的角平分线

方程为 0,)12(  xxy .

解析：

12
)cos(1
)cos(1

2
tan

2
2sinsincoscos)cos(

3tan,2tan



















10.已知钝角 ABC 的最大边长为 2，其余两边长分别为 ba, ，则由 ba, 构成的点集

 byaxyx  ,|),( 所表示的平面图形的面积为 2- .

解析：

.,4,2 22 画出平面区域求得面积 baba

11.一矩形的一边在 x轴上，另两个顶点在函数 )0(
1 2 


 x
x
xy 的图像上，则此矩形绕

x轴旋转而成的几何体的体积的最大值为
4


.

解析：
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44
2

441)(

1,1,0

)(,,
1

max

422
2

2
12

2121
2

21212
















VR

RRR
R

RxxV

xx
R

xxRxRx

xxxxR
x
xy

时，求导得

体积

由韦达定理得

方程的根为设

12.边长为 1的正五边形对角线长为
2
15 

.

解析：

2
15)1(11

,






BEBEBEBEAF

BE
AB

AB
AFABEABF

FBEACABCDE

，，

，相似于易证

，交于点，连接对于正五边形

13.若用 ][x 表示不超过 x的最大整数，则 


100

1
][

k
k 625 .

解析：

62510919
817715

61351149
372513

1,10][:}100{

19,9][)100,81[

......
7,3][)16,9[

5,2][)9,4[

3,1][)4,1[

















个数共

个数；共：

个数；共：

个数；共：

个数；共：

的取值：

k

k

k

k

k

k

14.将正整数列 ,3,2,1 中的完全平方数都去掉后剩下的数按原来的顺序构成数列 na ，

则 1975a 2019 .

解析：

20194419751975441975
202545,193644 22





个数应表示第个完全平方数被删去，前面共有则
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15.四个半径为 1的球两两相切，则其外切正四面体的棱长为 262  .

解析：

设四个球心分别为 ��� ��� ��� ���外切正四面体靠近 �� 的点为 ��� � � �� �� �� �� 设正四

面体重心为 ��则有 �到面 ������ 的距离为
�
6
�到面 ������ 的距离为 � + �

6
�由于正四面

体重心四等分任意一条高, 则外切正四面体的高为 � + �
6
�进一步得棱长为 � 6 + � �

16.已知数列  na 中相邻两项 1, nn aa 是 ),3,2,1(022  ncnxx n 的两个根，对于

11 a ，则 kc2 14 2 k .

解析：

14)12)(12(

12
...5,3,1

...6,4,2,2

2
21

212

654321

4332211















kkkcaac

kaa
aaaaaa

aaaaaanaa

knnn

kk

nn

，则由韦达定理，

即

得

则

17.某人进行投篮训练，投篮 5次，失误 1次扣 1分，进 1次得 1分，连进 2次得 3分，

连进3次得 5分。若其命中率为0.4，则投3次恰好得2分的概率为 )192.0(
125
24

即 .

解析：

192.026.04.0
----2

2 ）（

进”两种可能进不进”“不进进分的情况只有“进依据规则，得

18.两个数 e 和 e 中较大者是 e .

解析：

e
e

xfex
x
xxfx

x
xxf

e
eeeee

lnln

)(,ln1)(),0(ln)(

lnln,lnln,

2














 

有极大值时设

即证只需证欲证

二、（7分）

利用初等数学知识（不利用求导运算）证明：

)
2

0(1sincos 
 x

x
xx

（注：利用求导运算证明的不得分）
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证明：

如图, 易知 OADOACOAC SSS   扇形 ,

��
�
�
�� sin � <

�
�
��� <

�
�
�� tan ��

�� cos � <
sin �
�

< ��

三、（7分）

设 00 x ，证明：对任意给定的正数  ，都存在正数  ，使得对任意的

),( 00   xxx ，有  0xx 成立。

证明：

取 � � min �
�
�0� � �0 , 下证该 �满足要求.

首先 �的下界 �0 � � � �0 �
�
�
�0 � 0;

另一方面,

� � �0 <
�

� + �0
<

�
�0
≤ ��

即构造的 �满足要求。

四、（7分）

某动物从食物中每天得到 2800 卡的热量，其中 1200 卡用于维持生命的基本新陈代

谢，由于每天的基本运动它每 kg 的体重要再消耗 20 卡。假如该动物每增加 1kg 体重需

要 10000 卡的热量，每专门锻炼 1小时消耗 1000 卡的热量，试求：

（1）该动物体重w随天数 t的变化规律？

（2）若一运动员满足题目条件且每天可调配时间最多 4小时，则其要想从 90kg 减重到

70kg，如何做到？大致需要多少天？

解：

（1）根据题意，可列出方程：

)()1(
10000

1000)(2012002800 twtwatw




其中 a为每天锻炼时长。

整理得：

998.0
)5080()(
)5080()1(




atw
atw
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累乘得:

))5080()0((998.0)5080()( awatw t 

认为该动物每天不会专门锻炼运动，即 0a ，则有：

)80)0((998.080)(  wtw t

（2）认为该运动员每天运动 4 小时, 则体重随天数变化表达式为:

)120)0((998.0120)(  wtw t

将 � � � t0� � 0 � 90代入解得 48t ，所以大致需要 �8天.

五、（7分）

是否存在正数 0M 使得对任意正整数n都有

Mnn  1321 ？

证明你的结论。

解：存在这样的正数 .M

证明：

该问题等价于: 数列 �� ���
� 满足 �� � �� ��+� � ��� � �, 则是否存在正数�使得对任意

正整数 �均有 �� � 0 �

事实上, 满足条件的�是存在的. 取� � �, 下证 �� � �恒成立.

对 �用归纳法. �� � � � �, 假设 �� � �成立, 那么有

��+� � ��� � � � �+ � � � � � �� + � + � � � + ��

即对 ∀� � �+ 均有 �� � �成立, 进而显然有 �� � 0. 所以原命题成立.
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2019 年数学试题思路提示与参考答案

智能钱 001 胡书瑞

智电钱 001 杨艾宸

一、填空题（本大题共 12 小题，每题 5分，共 60 分）

1.设复数 z满足 2z ， biaz 3 ， ba, 为实数，则 ba  最小值为 28 .

解析：

.28)
4

sin(28cos8sin8,8|||| 33 
bazz

2.函数 1921)(  xxxxf 的最小值是 90 .

解析：

.90)(10
;100)(),9,10[
;80)(),10,11[

min 




xfx
xxfx
xxfx

时，则

3.如果 zyxzyx sinsinsin,0coscoscos  ，那么  zyx 222 coscoscos
2
3

.

解析：

代入所求即可。解得

令

则

则

令

两式平方后相加得，

，

,
3

,

3

sin)
3

sin(
2

cos
2

sin2sinsin

cos)
3

cos(
2

cos
2

cos2coscos

3
2

2
1)cos(

sinsinsincoscoscos































zyx

zy

zyyxyxyx

zyyxyxyx

yx

yx

zyxzyx

4.设数列 na 满足 


 
n

k
kn aana

1
11 )1(,1 ，则 

 20192020

1
aa

2019 .

解析：
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代入所求即可。

时，当

,1
)1)(1()1(2

)1(

1

11

1
1

n
aa

ananSSan

anSa

nn

nnnnn

nn

n

i
n


















5.把 10 名游客分成两个小组，并在每个小组中选出一个组长，共有 11520 个方案.

解析：

.115202
2

82
10

82
10

C
C ）随哪个组（），剩余人自由选择跟先选出两名组长（

6.若函数 f 对任意实数 x都有 3)1(2)(  xfxxf ，则 )3(f 0 .

解析：

.0)3(
3)3(2)2(2

3)2(2)3(3






f
ff

ff

解得

7. 将正整数列 ,3,2,1 中的完全平方数都去掉后剩下的数按原来的顺序构成数列 na ，

则 1975a 2019 .

解析：

.20194419751975441975
202545,193644 22





个数应表示第个完全平方数被删去，前面共有则

8. 函数 xxxxf  14261)( 的最大值是 11 .

解析：

.11)263)(
2

14
6
26

3
1()( 2 










xxx
原式运用柯西不等式，

9. 若正四面体内切球半径为 1，则该四面体的棱长为 62 .

解析：

.62,
3
6,4

3
1**

3
1**





aaSS 代入得高

高底面积内切圆半径表面积运用等体积法，体积

表底

10.平面直角坐标系中，若由射线 )0(2  xxy 和 )0(3  xxy 所构成的角的角平分线

方程为 )0(  xkxy ，则 k 21 .

解析：
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.12
)cos(1
)cos(1

2
tan

2
2sinsincoscos)cos(

3tan,2tan



















11.若用 ][x 表示不超过 x的最大整数，则 


100

1
][

k
k 625 .

解析：

.6251091981771561351149372513
1,10][:}100{

19,9][)100,81[

......
7,3][)16,9[

5,2][)9,4[

3,1][)4,1[












个数共

个数；共：

个数；共：

个数；共：

个数；共：

的取值：

k

k

k

k

k

k

12.设 ba, 为正实数，则
ab ba  成立的 ba, 取值范围是

eeba
eabeab

，另一个大于小于中一个大于或

或

0,
0 

.

解析：

.

)(,ln1)(),0(ln)(

lnln,lnln,

2

ex

xfex
x
xxfx

x
xxf

b
b

a
abaabba ab










先减后增，极值点为

有极大值时设

即证只需证欲证

注意：此题 a、b 可能一个大于 e、一个小于 e，对这种情况无法具体作答。

二、（10 分）

已知 0 < � < �，求证：

arctan � � arctan �
� � �

�
�

� + �� � + ��

证明：

令 � � arctan � �t � arctan �,于是原式转化为

t � �
tan t � tan �

�
�

� + tan� � � + tan� t
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其中 0 < � < t < �
�

即

t � �
sin � cos t � cos � sin t

cos � cos t

� cos � cos t

即

t � �
sin �t � ��

� �

显然成立。

三、（10 分）

设�是正整数，����是�次多项式，并且对任意 � � 0�������� 都有� � � ���
�+�

，求 � � +

� 。

解：

由题，我们考虑方程

� + � � � + � � � � 0

于是方程的根为 0��������.

由于 ����是 �次多项式，故原方程为一元 � + �次方程。

又由代数基本定理，方程有且仅有以上 � + �个根。

于是我们有

� + � � � + � � � � ���� � ���� � ������ ��

其中 �是一个参数。

取 � �− �，我们有

− � � � � � � � �+� � + � �

即

� �
� � �

��

取 � � � + �，有

� + � � � + � + � + � � � � � � + � �

即

� � + � �
� � � � + � � �

� + �

四、（10 分）
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已知平面上第一象限内有几个互异的点 ���t� �� � ��������.试寻找一条直线 t � ��使

得该直线与所有点最接近（即每个点处直线上的值 ���与已知值t�之差的平方和最小）。

解：

首先列出每个点处直线上的值 ���与已知值t�之差的平方和的表达式

���

�

�t� � ������

将其整理为一个关于 �的表达式

���

�

��
�� �� � �

���

�

��t�� � +
���

�

t�
��

根据二次函数的性质，当且仅当

� � ���
� ��t��

���
� ��

��

时，原式取得最小值。

于是 t � ���
� ��t��

���
� ��

��
�符合题目要求.

五、（10 分）

是否存在整数集 � 上的函数 �: � � � ��0�� 满足以下条件：∀��t � �，若 � � t �

����� ，有 ���� � ��t�。证明你的结论。

解：

不存在。

证明：

我们使用反证法，假设这样的函数存在，那么我们有以下情形。

（�） ����的值域内有至多两个元素：

任取 � � �，考虑以下三个数 � � �� �+ � ���� + ���

注意到，根据抽屉原理，以上三个数至少有两个是相等的。而根据题设条件，这三个数

两两不相等，矛盾。

（�） ����的值域内有三个元素：

依旧任取� � �，考虑以下两组数。第一组� � �� �+ � ���� + ��，第二组� � �� �+

� ���� + ���

由题目条件得，这两组的三个数均互不相同，进而有 � �+ � � � �+ � 。由 �的任

意性，我们有

� � � ��� + ��
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于是 ����是常函数，与该情况的假设矛盾。

综上不存在这样的函数 ��
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2017 年数学试题思路提示与参考答案

智电钱 001 徐海涛

智电钱 001 徐阳孙楠

一、选择

答案： 1-5 DDABC 6-10 ABACC

详解：

1、已知复数 z 的共轭复数为 z̄, 若 (z + 2z̄)(1− 2i) = 3 − 4i(i 为虚数单位)，则在复平

面内，复数 z对应的点位于( D )

A. 第一象限 B. 第二象限 C. 第三象限 D. 第四象限

解析：利用复数相等的充要条件：复数相等 等价于 实部相等且虚部相等。

设复数 � � � + ��,代入题目条件式得：�� � �� � 6�+ �� � � � � ��

于是有
�� � �� � �

� 6�+ �� �� �,解得：
� � ��

��

� �� �
�

,因此复数 z 对应的点在第四象限。

2、设向量a, b 满足|a + b| = 5, |a − b| = 1, 则a · b = ( D )

A. 3 B. 4 C. 5 D. 6

解析：知道向量相减与向量相加的模长，求向量点乘，一般可以利用平方相减得到内积。对

两式平方相减有：�� + ጒ�� � �� � ጒ�� � ��,化简即得：� � ጒ � 6.

3、已知圆 4)1()1( 22  yx 被直线 02  yax 所截的弦长为 4 , 则 a ( A )

A. 3 B. 3 C. 4 D. 4

解析：与圆中弦长相关的题，一般利用点到直线距离公式算出弦与圆心的距离，在由半径结

合勾股定理计算半弦长。但是此题很快观察到弦长为 4，与直径相等，因此该直线过圆心，

代入圆心坐标即可。

此题启示我们这种考试一定要先观察题目条件，寻求最简单方法。这种有选拨性质的考

试就要对题目熟练、敏感。

圆心 )1,1(  代入直线 ��+ t � � � 0,得到 � � �.

4、定义在区间 ),0(  的函数 )(xf 使不等式 )(3)(')(2 xfxxfxf  恒成立，其中

)(' xf 为 )(xf 的导数，则 ( B )
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A. 16
)1(
)2(8 

f
f

B. 8
)1(
)2(4 

f
f

C. 4
)1(
)2(3 

f
f

D. 3
)1(
)2(2 

f
f

解析：

此题中的关键条件为：�� � < ��� � < �����,这个条件提示我们需要构造函数，这个

函数求导之后需要有这个不等式的形式出现，条件改写为 ��� � � �� � � 0，��� � �

�� � < 0。由于是减号，考虑分式形式的函数，不难找到，� � � ����
��
� � � � ����

��
为我们所

需要的函数。

记 � � � ����
��
� � � � ����

��
�� � �0� + ��，�� � � ��� � ������

��
,由条件知在�0� +��上，

�� � � 0, � � 在�0� +��上单调递增，所以 � � � � � �即����
����

� �;同理，对 � � 分析后得：

����
����

< 8.

5、中国古代数学名著《张丘建算经》中记载“今有女善织，日益功疾（注：从第 2 天

开始，每天比前一天多织相同的布），第一天织 5尺布，现一月（按 30天计算）共织

390尺布”, 则从第 2天起，每天比前一天多织 ( C )尺布。

A.
2
1

B.
15
8

C.
29
16

D.
31
16

解析：这是一道简单的等差数列求和，已知首项为 5，解出公差的问题。代入公式即可。

设公差为 d，�90 � �0 � � + �0��9
�

�，解得：� � �6
�9
.

6、 92 )1(
x

ax  展开式中的各项系数和为 1，则该展开式中常数项为 ( A )

A. 672 B. 672 C. 5376 D. 5376

解析：首先利用条件求出 �的值，然后再代入算出所求项。

各项系数和就是令 � � �得到的值，有�� � ��9 � �,解得 � � �，求常数项的值，就只

需考虑�9
6 � ������ � � � �

�
�6 � 6t�.

7、一块石料表示的几何体恰好是一个直三棱柱，底面是一个直角三角形, 其中

两直角边长分别为 3,4, 高为 10, 将该石材切削、打磨、加工成球，则能得到的最

大球的表面积等于( B )

A.
2


B. 4 C.
2

27
D. 32

解析：球的表面积最大就是球半径最大，此题就是求该三棱柱的内切球的半径即可，而由于

棱柱底面为一直角三角形，故只需求该三角形的内切圆半径即可。
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由内切圆半径公式得：� � �+���
�

� �,则球的表面积为 � � ���� � ��.

8、设 yx, 满足












22
1
42

yx
yx
yx

，若 yaxz  只在点 )0,2(A 处取得最小值，则实数 a的取

值范围是 ( A )

A. )2,
2
1( B. )

2
1,2( C. )1,2( D. )1,

2
1(

解析：这是一道以线性规划为背景的题，首先要做出可行域，根据在 A点取到最小值，对目

标直线 t �� ��+ �的斜率进行讨论，直观上将就是将该直线旋转一周，讨论在 A处取到最

小值的情况。

此题启示我们，考试会经常把熟悉的考点进行转化来考察。但是方法很常规几乎不变。

如上图，可行域为 AC 右上部分，经分析，斜率� �要满足� � <� � < �
�
,即 � � � � �

�
���.

9、抛物线 y2 = 2px(p > 0) 的焦点为 F，准线为 l，A,B 是抛物线上两个动点，且满足

3


AFB ，设线段中点 P在 l上的投影为Q , 则
AB
PQ

的最大值为( C )

A. 3 B. 2 C. 1 D.
3
3

解析：本题是一道综合性比较强的抛物线最值问题，根据目的导向，我们需要把线段 PQ 转

移到与 AB 在一个三角形中，才容易求最值。在抛物线中可以利用其定义，结合梯形中位线，
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把 PQ 转化成 FA 与 FB 来表示。从而再在△FAB 中，结合已知角度，利用正弦定理求最值。

分别过 A、B 向准线 �做 �的垂线 ����tt�,则由抛物线的定义知，�� � �����t � tt�

PQ 为梯形 ���t�t的中位线，�뢐 � �
�
��� + tt� � �

�
��+ �t （此时就将所求式子中的两

条线段转化在了一个三角形中，接下来就是最值的处理）。

在△FAB 中，由正弦定理知：

�뢐
�t

�

�
�
��+ �t

�t
�
�
�
����t��+ �����t�

������t
�
�
�
����t��+ �����t�

���
�
�

� ������t��+ sin
�
�
+ �t�� �

求导得到最大值在�t�� � �
�
时取到，代入得到原式最大为 1.

10、函数 53,sin1lg)(  xxxxf  的所有零点之和为( C )

A. 0 B. 8 C. 12 D. 16

解析：直接分析这个函数不易，可转化为两个函数相等，取交点的横坐标考虑即可。同时可

以发现两个函数以及题中的定义域同时关于直线 � � �对称，求和时只需找到对称的交点的

对数，再乘以 2即为所有零点的总和。

如上图（考试中手画草图，注意是 lg�对比大小要小心），共有 6 对交点，故总和为 12。

二、填空（一些版本的试题此部分编号为 12-16，分别对应这里的 11-15）

答案：11.
4
3

 12、 2160 13、
8
9

 14、 38 15、 2

详解：
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11、已知 是第二象限角，且
5
3sin  ，则 







2sincos
2cossin1

4
3

 .

解析：三角函数计算，一般利用已知角算出所求式中的所有角的三角函数值，但由于三角函

数的周期性，不推荐直接计算。可以先尝试简单的恒等变换后，再代入已知角的值，可以简

化算法，节省时间。

简单的三角恒等变换：
�+�����ܿ����
ܿ���+�����

� ����+������
ܿ���+�����ܿ���

� ����
ܿ���

� ����

�是第二象限角，故 ���� �− �
�
.

12、已知 


0
sin xdxa ，则二项式 6)3(

x
xa  的展开式中常数项为 2160 （用数

字作答）

解析：先通过计算定积分得到 �的值，在根据要求出常数项即可。

2)cos(sin |0
0

 




xxdxa ，常数项为 � �� � � � �
�
�� � �6

� � ��60.

13、已知 A是双曲线 1
39

22


yx

上任意一点，过点 A分别作双曲线的两条渐近线的垂

线，垂足分别为 21, AA ，则 21 AAAA  的值是
8
9



解析：观察题目，发现 A 为任意一点，要算的值一定为定值，故可以把 A 点放在特殊的一点，

算出答案即可（填空题的技巧）；或者可以设出 A 点坐标计算即可，也不复杂，但肯定没有

前一个思路快。

方法 1:不妨就取 A点为双曲线右顶点，A(3,0)，渐近线方程：t �� �
�
�，可以算出 ���� ����� �

���� ����� � �
�
,������ �

�
�
�。所以���� ����� � ���� ����� � ���� ����� ���� ����� ܿ�������� ��

9
8
.

方法 2（考试中不建议使用）：设出 A的坐标，用两个未知数表示���� ����� 、���� ����� ，然后计算。

设 � ��� ,则有�� � ��� � 9�渐近线方程：t �� �
�
�，写出直线 ���、���的方程，与两条

渐近线分别联立，求得��、��的坐标分别为：���
��+ ��

�
,

��+�
�

�，���
��� ��

�
� �� ��

�
�，所

以���� ����� � ����
�

� �����
�

� ���� ����� � � ����
�

� � �����
�

���� ����� � ���� ����� � ����
�

� − ����
�

+ �����
�

� − �����
�

�− � ������

�6
�� 9

8
.

14、已知四棱锥 ABCDS  底面 ABCD为正方形， SA 底面 ABCD .如果该四棱锥外

接球半径为 3，则此四棱锥体积的最大值是 38
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解析：首先要画出立体图，明确此四棱锥的外接球球心，直径，很显然，球心为 SC 中点，

SC 为直径，为了求四棱锥体积的最大值，可以设出边长为 �，表出高 SA，然后写出体积关

于 �的函数关系式，求导求最值即可。

设底面正方形边长为 �，易知 SC 中点 O 为外接球球心，这是因为 O到五个顶点距离都相等。

�� � �6 � ���,体积 � � � � � �
�
� �� � �6 � ���,对 � � 求导求最值，易知在�� � �� 时

取到最大值，故���� � 8 �.

15、若“任意 mxx  1),1,1( 2 ”是真命题，则实数m的最小值为 2

解析：注意部分试卷中 x的取值范围被写作了 ]1,1[ ，此处应当为开区间。这是一道逻辑问

题，对任意的都成立，只需要最大值小于 m 即可，而 m的最小值就应该为�� � �的最大值，

显然为 2.

三、解答题（一些版本的试题此部分编号为 17-20，分别对应这里的 16-19）

16、17、18 题为高考难度，此处不附详细过程，仅给出主要思路与答案。

16.（12 分）已知各项均为正数的等比数列 na ，其前n项的和为 nS 且

3242 2,1 aaaS 

（1）求数列 na 的通项公式；

（2）设数列 nb 满足 nn anb )36(  ，其前 n项和为 nT ，求使得不等式 2017nT 成立

的正整数 n的最小值。（参考数据： 5122,2562,1282 987  ）

解答：

（1）
3
2 1


n

na ；

（2）利用错位相减法，得 3232 1   nn
n nT ， n的最小值为8 .

17. （ 12 分 ） 如 图 ， 在 四 棱 锥 ABCDP  中 ，

ABCDPC 底面 ， ABCD底面 是 直 角 梯 形 ，

ADAB  , CDAB // , 2AB , 1 CDAD , E 是 PB上

一点。

（1）求证： PBCEAC 平面平面  ；

（2）若 E是 PB的中点，且二面角 EACP  的余弦值是
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3
6
，求直线 PA与平面EAC所成的角的正弦值。

解答：

（1）由 PCAC  且 BCAC  知 PBCAC 平面 ，故 PBCEAC 平面平面  。

（2）以C为原点建立空间直角坐标系，可解得正弦值为
3
2
.

18.（10 分）已知A是椭圆 )0(1: 2

2

2

2

 ba
b
y

a
xC 的右顶点，其离心率为

2
1
，圆

023222  yyx 的圆心与椭圆C的上顶点重合。

（1）求椭圆C的方程；

（2）若直线 1:  kxyl 与椭圆C交于 NM , 两点（不同于点 A），若 MAN 是钝角，

求实数 k的取值范围。

解答：

（1） 1
34

22


yx

（2）若 MAN 为钝角，即 0,cos ANAM 且 1,cos ANAM ，代入可解得：

2
1

2
7

 k .

19.（10 分）已知函数 xxaaxxf  ln
2
1)( 2

（1）讨论函数 )(xf 的单调性；

（2）若 0a ，设 xxfxg  )()( ， xxxxh 2ln2)(  ，若对任意

)(),1[, 2121 xxxx  ， )()()()( 1212 xhxhxgxg  恒成立，求实数a的取值范围。

解：

（1）

显然有
x

axax
x
aaxxf 


2

1)(' ，
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令 axaxxF  2)( ，

1. 当 0a 时，令 0)( xF ，

解得
a

ax
a

ax
2

411,
2

411 2

2

2

1







故 )(xf 在 ),0( 2x 上单调递减，在 ),( 2 x 上单调递增。

2. 当 0a 时，类似可得

)(xf 在 ),0( 1x 上单调递增，在 ),( 1 x 上单调递减。

3. 当 0a 时， )(xf 在 ),0(  上单调递增。

（2）
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附加题（报考试验班的同学 16-19 题可少做一题，下两题必做）

1. （10 分）

设 n是正整数， },,2,1{ nS  .设 BA, 均是 S的子集且 SBA  .问：这样的 BA,

构成的“有序对”（即当 BA  时把 BA, 和 AB, 视为两对）有多少个？

解：

对于 S中的每个元素，有且只有3种可能：

（1）将其放在 A中但不放在B中；

（2）将其放在 B中但不放在 A中；

（3）同时放在 A和B中。

因此， n个元素共有
n3 种摆放方式的可能，故这样的“有序对”共

n3 个。

2.（10 分）

对任意的正整数 n，设
n

Sn
1

2
1

1
1

 .证明：对任意的正数M 以及正整

数 n，都存在正整数 p，使得 MSS npn  .

证明：

由于
pnn

SS npn 





1
1

1
，只需证对于任意的正数M 和 n，存在正整数

p使得 M
pnn






1

1
1

即可。
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由于
pn

p
pnn 






1

1
1

，故只需找到 p使得 M
pn

p



即可。由于方

程 M
xn

x



的较大的根为

2
422 nMMMx 

 ，因此当

1]
2

4[
22





nMMMp 时，有 0222  nMpMp ，即 M

pn
p




，其中[]为取

整符号。故一定存在满足条件的正整数 p .
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2016 年数学试题思路提示与参考答案

智能钱 001 桂家彬

自动化钱 001 张煜皓

一、填空题（本大题共 14 小题，每题 5分，共 70 分）

1. 设 )(nf 是正整数 n的各个数字之和，则使 22)( nf 成立的最小的 n是 499

解析：位数小的数字尽量大，照此规律排列即可。

2. 设 2)1)(1(  ba , 则  ba arctanarctan
4


解析：令 � � arctan � � t � arctan �,则tan � + t � �+�
����

� �，则 � + t � �
�
�

3. 已知 )(xf 满足 � � + � � ������
�+����

, 则 )(xf 的最小正周期是 2

解析：对 ��� + ��按照规律进行计算，最终得到 � � + � � ����.

4. 设 n为正整数,若整数 yx, 满足 nyx  , 则整点 ),( yx 的个数为 122 2  nn

解析：可以借助坐标系进行思考，对边界上和内部的点进行分析，不要错漏即可。

5. 设 �0�6 � 8��� + 8��� + 8�� + �0 ),71( Naa ii  , 则 3a 3

解析：这题本质上是一道八进制换算的题，但该题较为简单。由于后三项之和始终小于

8�，因此只要求 2016 除以 8 的三次方的整数位即可。

6. 两个或两个以上的整数除以 N (N 为整数， 1N ), 若所得的余数相等且都是非负数，

则数学上定义这两个或两个以上的数同余，若69 ,90和125对于某个 N 是同余的，则对于

同样的 N ,81同余于 Nkk  ,74

解析：观察同余的定义发现，同余的数两两之差必定整除于 N ，因此观察三个数字的

差的公因数即可发现，这题的 7N .

7. 已知复数 z的模 1z , 则 12  zz 的最大值为 3

解析：设 � � cos � + � sin �，则带入所求式后进行计算，即可获得最大值。

8. 对于函数 )(xfy  , )()1( xfxf  称为 )(xf 在 x处的一阶差分 y , 对于 y 在 x处

的一阶差分称为 )(xf 在 x处的二阶差分 y2 ，则函数
xxxfy 3)(  在 x 处的二阶

差分  y2 x34
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解析：按照题目中差分的定义计算两次即可。

9.已知
1
13)(1 



x
xxf ，对于 n为正整数,定义��+���� � ��������⺁,则 )3(35f 18

19

解析：计算后可发现规律，当 n为奇数时，����� �
�+� ���
��������

，代入计算即可。

10. 已知钝角 ABC 的最大边长为 2，其余两边长分别为 ba, , 则 },|),{( byaxyx  所

表示的平面图形的面积为 2

解析：该题需要判断 a和b的范围，由钝角和两边之和大于第三边可知约束条件如下：

�� + �� ≤ �
� + � � �
� � 0�� � 0

由该条件可以画出图像（如右图），对阴影面积进行计算可

以得到答案。结果为 2 .

11. 一 矩 形 的 一 边 在 x 轴 上 ， 另 两 个 顶 点 在 函 数

21 x
xy


 )0( x 的图像上，则此矩形绕 x轴旋转而成的几何体的体积（部分试卷上错写

为面积）的最大值为
4


解析：设两个顶点的 x坐标分别是��� ��（�� � ��），则体积公式为���� � �t���� � ���，

将函数转化为二元一次方程，可计算得�� � �� �
�
t�
� �，则可计算得最大为

4


。另外，

如果是面积，则有上界但只能逼近，读者可自行计算。

12. 边长为1的正五边形的对角线长为
2
15 

解析：对黄金等腰三角形熟悉的话可以直接写答案，如果不熟悉可以利用相似求解。

13. 非空集合 )(|{ xft 在区间 ]22,[ 2  ttt 上为奇函数（部分试卷上错写成奇数）}的元素

为 1

解析：奇函数的要求是在正负半轴上的定义域必须对称。则：

� + �� � �� + � � 0

由于区间左侧必须小于右侧，因此 t只能等于 1 .

14. 某停车场有 4行 4列16个停车位，车辆停放任意一个车位是等可能的，现有 4辆型号

不同的汽车停放，则每一行每一列只停放1辆车的概率为
455
6

解析：若车辆随机停放，则四个不同的车一共有 �6 � �� � �� � ��种情况，若每一行
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每一列只停放一辆，则第一辆车有 16 种选择，第二辆车有 9种，第三辆有 4 种，第四辆只

有一种，因此概率为 � � �6�9����
�6���������

� 6
���

.

二、（8分）

证明给定的正数  ，都存在正数 ，使得对任意的正数 yx, ，只要  yx ，就有

 yx .

证明：

不妨设 yx  ，令
2  ，则有：

22 ))(()(   yxyxyxyx

因此  yx .故原命题得证。

三、（8分）

圆周上有 7 盏灯（A、B、C、D、E、F、G），每盏灯有两种状态“开”或“关”进行切

换。对任意一盏灯进行开关切换时，同时切换与之相邻的两盏灯，称此过程为一次操作。问：

不论各盏灯的初始状态如何，是否总能经过一系列的上述操作，使得所有灯都处于“开”的

状态。请建立数学模型证明你的结论。

解：不论各盏灯的初始状态如何，总能经过一系列上述操作，使得所有灯都处于“开”的

状态。

证明：

如果能在不影响其他灯开关情况的前提条件下，通过有限次操作仅某一特定灯的亮灭，

即可证明此题，证明过程如下：

不妨假定初始所有灯均为关闭状态，现以开启灯 B 而不改变其他灯的状态为例演示。

将灯的状态用名字 +1/0 表示（1 代表开启，0 代表关闭）

初始状态为：A0 B0 C0 D0 E0 F0 G0

第一步：切换 A 灯状态，切换后各灯状态为：A1 B1 C0 D0 E0 F0 G1

第二步：切换 F 灯状态，切换后各灯状态为：A1 B1 C0 D0 E1 F1 G0

第三步：切换 E 灯状态，切换后各灯状态为：A1 B1 C0 D1 E0 F0 G0

第四步：切换 C 灯状态，切换后各灯状态为：A1 B0 C1 D0 E0 F0 G0

第五步：切换 B 灯状态，切换后各灯状态为：A0 B1 C0 D0 E0 F0 G0

至此，可以在不改变其他灯状态的情况下改变 B 灯的状态，同理可以单独将打开的 B

转为关闭。由于上述步骤与灯的初始状态无关，因此可以说明通过有限次操作可以将任意状

态的灯的序列转化为全开灯的序列。

四、（7分）
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试设计一种求 近似值的算法，试给出求解步骤或程序框图。

解：

符合要求、能求解出 的近似值即可。此处给出一种基于计算机程序的算法步骤作例。

具体步骤：

1.生成 10000 个在 0至 1之间随机分布的随机数，记为数列 x；
2.生成 10000 个在 0至 1之间随机分布的随机数，记为数列 y；

3.依次比较
2
10000

2
10000

2
2

2
2

2
1

2
1 ,,, yxyxyx 

与 1的大小关系，设其中比 1 大的共有a
个；

4.圆周率的近似值可写为
250010000

4 aa
 .

五、（7分）

设 f 是 ),(  上的函数，对于任意的 ),(, yx ，都有

2)()()( yxyfxf  .证明：对任意的 ),(, yx 及任意的正整数 n，都有

2)(1)()( yx
n

yfxf  .

证法一（思路来源于 15-赣-lg，特此感谢）

使用数学归纳法。

1）当 1n 时，由题意知结论显然成立；

2）假设当 kn  时有待证命题成立，下证当 1 kn 时待证命题也成立：

根据假设知有：

2)
1

(1)
1

()(








k
kyxx

kk
kyxfxf

2)
1

(1)()
1

( y
k
kyx

k
yf

k
kyxf 








所以有：
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2

2
2

2

22

)(
1

1

)(
)1(
1

)
1

(1)
1

(1

)()
1

()
1

()()()(

yx
k

yx
kk
k

y
k
kyx

kk
kyxx

k

yf
k
kyxf

k
kyxfxfyfxf
































故有数学归纳法知，对任意的正整数 n，都有 2)(1)()( yx
n

yfxf  .

证法二（此证法有漏洞，并未证明 )(xf 可导，仅供参考）

由于 Ryx  , ，都有：
2)()()( yxyfxf  ，

因此 Ry ，有 yx
yx
yfxfyf

yx








)()(lim)(' .

0 ，选取合适的 x使得  yx ，即可使  yxyf 0)(' ，因此 0)(' yf .

因此 Cyf )( ，其中C为常数。待证命题自然成立。
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